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Aufgabe 1 (jeweils 2 Punkte). Berechnen Sie die folgenden Integrale:
b a
(i) /a e dr  fiir a,b € R, (i) /0 x arctanxdr fir a > 0,
b a
) /a Wt de fira,b>1, (iv) /0 e cos(wz)dr  fiir a, \,w > 0,

(v) / arcsinzdr fir 0 <a < 1.
0

(iii

Léosung. (i) Seien a,b € R gegeben. Dreimalige partielle Integration liefert

b b b
/ 226 dr = 22 —/ 3x%e” dx
a r=a a
b b b
= g3e” — [ 322%e® —/ 6xe” dx
r=a r=a a
b b
+ | 6x€” — / e® dx
r=a a

b
T=a

b
= z’e — 3x%e”
Tr=a
b
= z’e — 32%e”
r=a

b

Tr=a
b
+ 6xe”

r=a

(ii) Sei a > 0 gegeben. Wir integrieren wieder partiell:

a 1 [* 2?2
S
x=0 2/0 1+SL’2 *

1, 1 /¢ 1
= —q“arctana — — 1— dx
2 2 /o 1+ 22

a

a
_ 1 2
z arctan r dx = 5:1: arctan x
0

1, 1
=50 arctan a — 5 (x — arctan x)

1,5 a
= ~(a®+ 1) arctana — —.
2(@ + 1) arctana 5

=0

(iii) Seien a,b € R mit a,b > 1 gegeben. Wir substituieren
x =cosht, dr=sinhtdt, +x>—1=sinht

(cosh: [0, 00[— [1, 00[ ist bijektiv) und erhalten



/b 1 p /arcosh b sinh t
——dx = -
a V .1'2 -1 arcosh a sinh ¢

(iv) Seien a, \,w > 0 gegeben. Wir integrieren zweimal partiell:

dt = arcoshb — arcosha =1In | —————
(a ++va?2 -1

b+m>.

e sin(wx) |

/ e cos(wz) dx =
0

A a
+— / e sin(wx) da
0

w =0 w
—\a .t A —Az a A a
_ ¢ sin(wa) (fcos(wrv) -2 / w%os(wac)d:c)
w w w =0 W Jo

Bezeichnen wir das gesuchte Integral als I, so folgt aus der obigen Rechnung

e Msin(wa) N A (1 —e M COS(WCL)) A2

I'= w w? a EI
—Xa g A (1 — e cos(wa)
7 1 e~ sin(wa) N
el 7
1 —-Aa o3 —Aa
= e (we sin(wa) — Ae™** cos(wa) + )\) :

(v) Sei 0 < a < 1 gegeben. Wir verwenden auch hier wieder partielle Integration und
erhalten

a /a T d
— —dx
=0 0 \/1—1’2
=garcsina +v1 — z2
x=0
=garcsina +v1 —a? — 1.

a
/ arcsin z dxr = x arcsinx
0

O

Aufgabe 2 (10 Punkte). Entscheiden Sie jeweils, fiir welche a@ € R die folgenden unei-
gentlichen Riemann-Integrale konvergieren:

Q) /0 TSN ) /0 " din(e®) da,

xa
(iii) / COS$dx, (iv) / cos(z®) dx.
0 0

Lésung. (i) Konvergenz (und sogar der genaue Wert) des uneigentlichen Integrals fiir
a =1 ist aus der Vorlesung bekannt. Wir betrachten die beiden uneigentlichen Integrale

1 . oo
sin sin
dr und dx
0 “ -

separat. Das urspriingliche Integral konvergiert per Definition genau dann, wenn beide
der obigen Integrale konvergieren. Der Wert 1 fiir die obere Grenze des ersten Integrals
bzw. 7 fir die untere Grenze des zweiten Integrals sind dabei jeweils willkiirlich und
zum Vereinfachen der Rechnungen gewéhlt (auf jedem Teilintervall [a,b] C]0, 0o ist der
Integrand stetig und damit Riemann-integrierbar im tiblichen Sinn).
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Betrachten wir zunéchst das Integral fol (sinx)/z* dx. Fir alle a € R mit o < 1 gilt wegen
|sin x| < |z|, dass
sin x

lim =0,
z—0 %

also lasst sich die Funktion x +— sinz/z® fur solche « stetig in 0 fortsetzen und das

Integral
1 .
/ sin x dr
oz

existiert als eigentliches bzw. “normales” Riemann-Integral.

Betrachten wir also den Fall @ > 1. Wir erinnern uns an die Ungleichungen aus Tutori-

umsblatt 9, Aufgabe 2:

$3

r— — <sinx
6

fiir alle z € ]0,3[. Fiir 0 < x < 1 ist damit wegen z* < z auch

ng> 3 L5
sinex >x— — > =
6 — 6
Fir 0 < e < 1 folgt also
1 1 1 —at2
/ sin x dxg/ 1 dp — —S(1—e") a#2, (1)
. a . aott —loge a=2.

und

Lsing 5 (1
dr > — dz. 2
/a xre T = 6/5 Ia—l x ( )

Aus folgt absolute Konvergenz des Integrals fiir alle & < 2 und damit nach Vorlesung
auch Konvergenz. Aus folgt Divergenz des Integrals fiir a > 2. Zusammenfassend: Das

uneigentliche Integral
1 .
sin
/ dx
o ¢

Nun zum Integral [(sinz)/z*dz. Wir starten mit dem Fall o < 0. Sei R, := nr fir
n € N. Dann gilt R,, — oo fiir n — oo und

/Rn sin do — nil [/(k+1)ﬂ sinx dx] . (3>
T x k=1 km x®

fir alle n > 2. Auf jedem Intervall [k7, (k + 1)7] hat die Sinusfunktion konstantes Vorzei-
chen, also gibt es nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung fir jedes k € {1,...,n—1}
ein & € [k, (k4 1)7] mit

(k+].)7T Sin T 1 (k+1)7r 1
/ ~ —a/ sinwdr = — - (—cosx)
km z ék km gk

Da &, — oo fir k — oo, folgt auch 1/£ — oo fir a < 0. Zudem gilt 1/ =1 fir a = 0,
also konvergiert in beiden Féllen der Ausdruck in (4)) nicht gegen 0, womit die Reihe in
erst recht nicht konvergiert (fir die Konvergenz einer Reihe ist es notwendig, dass die
Summanden gegen 0 gehen).

konvergiert genau dann, wenn a < 2.

(k+1)m 2

r=km B 5;?

1. (4)




Nun zum Fall 0 < o < 1. Wir untersuchen diesmal den Grenzwert

. R sinx
lim ~ dx
R—o0 /2 €T

(der Einfachheit halber nehmen wir diesmal als untere Grenze /2 statt 7, dies spielt aber
keine Rolle fiur die Existenz des Grenzwerts). Partielle Integration liefert fiir R > /2

R ging cosz |B R cosx cos R R cosx
dr = — - aHdazz— — —« a+1d$.
T r=m/2 /2 T R n/2 L

2 T %
Der erste Term konvergiert gegen 0, denn cos R ist beschréankt (durch 1). Der Grenzwert
des zweiten Terms existiert ebenfalls, denn wegen

L
dr < / - dx
w/2 zot

konvergiert das Integral absolut und nach Vorlesung impliziert absolute Konvergenz die
Konvergenz des uneigentlichen Riemann-Integrals.

Es verbleibt der Fall & > 1 (der Fall a = 1 ist bekannt aus der Vorlesung). Hier kénnen
wir jedoch einfach direkt absolute Konvergenz folgern:

R R 1
/ dzx §/ —dz
/2 w/2 xe

und das rechte Integral konvergiert absolut fir oo > 1.

sin x

xa

Fassen wir unsere gesamten Untersuchungen dieser Aufgabe zusammen: Das uneigentliche

Integral
*“sinw
/ dz
0o T

konvergiert genau dann, wenn 0 < a < 2.

(ii)) Im Fall & = 0 ist das Integral trivialerweise nicht konvergent, sei also a # 0. Wir
betrachten zunachst den Fall o > 0. Seien R > ¢ > 0. Wir substituieren
1 1

y=a% dy=—x"""dx= fyan1 dx.
« [0

R R
/ sin(z®) dor = a/ snﬁ) dy.
€ € Y o

Damit ist

@

Aus Teilaufgabe (i) folgt, dass das uneigentliche Riemann-Integral genau dann konvergiert,
wenn 0 < (o — 1)/a < 2, was sich zu a > 1 umformen lésst.

Der Fall o < 0 lauft analog, nur dass dann R* < €% ist und somit

R ¥ &3
/ sin(z®) do = —a/ sni(_g{) dy.

e yT

Die Konvergenzbedingung 0 < (o — 1)/a < 2 ist also identisch, diesmal ergibt sich aber
daraus o < —1. Zusammenfassend: Das uneigentliche Integral

/ sin(z®) dx
0
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konvergiert genau dann, wenn o < —1 oder o > 1.

o0
COS T
/ dx
. T

fir & > 0 zeigt man genauso wie in Aufgabenteil (i). Wir miissen also nur noch

Leosx
dx
o ¢

untersuchen, da sich der Cosinus anders als der Sinus nahe 0 verhalt. Fir a < 0 ist
der Integrand stetig auf [0, 1], also im eigentlichen Sinne Riemann-integrierbar. Sei also
a > 0. Wir nutzen nun wieder eine Ungleichung aus Tutoriumsblatt 9, Aufgabe 2: Fiir
alle x € ]0, 3[ ist

(iii) Die Konvergenz des Integrals

2
_ — COS T
2

woraus fiir 0 < x <1 folgt, dass

- 1
coST > —.
2

Fir 0 < e < 1 folgt also

/

COsS T

| L_ (] —g ot 1
dazé/madm:{‘“( =) el (5)

—loge a=1.

1 1
Ccos T 1 1

de > — —dz. 6

/5 = 2/53:“5 ©)

Aus folgt absolute Konvergenz des Integrals fiir alle & < 1 und damit nach Vorlesung
auch Konvergenz. Aus @ folgt Divergenz des Integrals fiir a > 1. Zusammenfassend: Das

uneigentliche Integral
1
cosx
/ dx
0o

konvergiert genau dann, wenn « < 1. Daraus folgt Konvergenz des uneigentlichen Integrals
* cosw
/ dx
0o

(iv) Die gleiche Argumentation wie in (ii) fithrt zur Tatsache, dass

/ cos(z%) dx
0

genau dann konvergiert, wenn 0 < (o — 1)/a < 1. Dies ist genau dann der Fall, wenn
o> 1. [l

:L.a

und

genau dann, wenn 0 < o < 1.



Aufgabe 3 (5 + 5 Punkte). Berechnen Sie die folgenden Integrale mittels Partialbruch-
zerlegung:

b
: 1 N :
(i) /a xg_ldx fir a,b € R mit —1,1 ¢ [a, b,

[ 16 .
(11)/0x4+4dx fiir a > 0.

Hinweis: Schreiben Sie 23 — 1 = (x — 1)(2? + x + 1), machen Sie den Ansatz
1 A Bx+C

(:L‘—l)(x2+x+1)_x—1+m2+x—l—l

und bestimmen Sie A, B und C. Fiir Aufgabenteinteil (ii) konnen Sie dhnlich vorgehen.

Lésung. (i) Dem Hinweis folgend suchen wir A, B, C' € R mit

1 A N Bx +C
(z—D(22+2+1) z-1 22+z+1

Multiplizieren mit (z — 1)(z% + = + 1) liefert
=A@ 42+ 1)+ Bz +C)z—-1)=(A+B)2x* +(A-B+Clz+A-C

Ein Koeffizientenvergleich fithrt auf das lineare Gleichungssystem

A+ B =0,
A-B+C=0,
A-C=1,
welches die eindeutige Losung
1 1 2
A=-, B=—-, (C=-—=
3’ 3’ 3

besitzt. Wir erhalten also

b b b
1 1 1 1 T+ 2
——dr==- | —de—=- | ————d
Ax?’—lx 3/(11:—1x B/Qx2—|—x+1$

b 1/b T+ 2
- = ——dx.
o=a 3J, ¥2+ax+1

Es verbleibt also, das rechte Integral zu berechnen. Dazu formen wir weiter um:

oz +2 1( [ 2z+1 b3
—————dr=— —dr+ | ———dz
W 2T+l 2 aﬂ—l—x—l—l aa:2+x+1

1
= —In|z — 1]
3

1, 3 [P

ziln]x +x—|—1| +§ 1 5 dx
: (Ha ()

1 L34 k

:§ln|x2—|—x+1| 5 3/ % dx
L

1 b 3 4 3 2 AWK

:21n’$2+x+1|za+2-3-\g_arctan <:1:\/—g> -



Setzen wir alle Rechnungen zusammen, erhalten wir

b b b
1 1 1 1 2 1
/a mdxz§1n|x—1|m:a—61n|x2—l—x—|—1|x:a—%arctan <:L;/—g>

(ii) Wir probieren zunéichst wieder, den Nenner zu faktorisieren (Bemerkung: Wir wissen,
dass jedes Polynom mit reellen Koeffizienten als Produkt von Polynomen mit reellen
Koeffizienten, deren Grad hochstens 2 ist, geschrieben werden kann). In der Tat ist

b

r=a

4 =o'+’ +4 -4 = (2P + 22 — 42 = (2P + 22+ 2)(2® — 22+ 2).
Von Teilaufgabe (i) inspiriert machen wir nun den Ansatz

16 Az + B N Cx+ D
4 22420 +2  a2—2r+2

Gleiches Vorgehen wie vorher fiihrt zu den Losungen

Ar+B=2x+4, Cx+D=—(2zx—4),

also
16 22+4 2z — 4
44 224242 a2—2r+2
B 2r + 2 20— 2 n 2 n 2
242042 22—204+2 22420+ 2 x2—2x+2
2r + 2 20 — 2 2 2

P12 P—242 @14l @1l

Das Integral des obigen Ausdrucks lasst sich nun leicht ausrechnen:

“ 16
d
/0x4+4 v

= {ln(x2 + 22+ 2) — In(2? — 22 + 2) + 2arctan(x + 1) + arctan(z — 1)}

a

=0
=In(a® + 2a + 2) — In(a® — 2a + 2) + 2arctan(a + 1) + arctan(a — 1).



Aufgabe 4 (8 4+ 2 Punkte). (i) Beweisen Sie folgende Verbesserung des Integralver-
gleichskriteriums: Es sei f: [1, oo[— R monoton fallend mit f > 0. Dann konvergiert
die Folge (a,)nen der Differenzen

i = ; f0) = [ fta)de

und fiir den Grenzwert gilt
0< li_>m a, < f(1).

"1
(Z — —1In n)
k=1 k neN

besitzt einen Grenzwert v € [0, 1].

(i) Zeigen Sie: Die Folge

Bemerkung: Die Zahl ~ heifit Fuler-Mascheroni-Konstante. Es ist bis heute nicht
bekannt, ob ~ rational, irrational oder sogar transzendent ist.

Lésung. Da f monoton fallt, gilt

k+1 k+1 k+1

f(k) = : f(k) da = ) (z) dx > i flk+1)de = f(k+1) (7)

fur alle k € N (prazise Argumentation via Treppenfunktionen wie in der Vorlesung) und
damit

ap — a1 = f(n) — /nﬂf(a:) dr >0

fiur alle n > 2. Die Folge (a,)nen ist also monoton wachsend. Weiter folgt aus die
EinschlieBung
0<an < f(1)—fln+1)<f(1)
fiir alle n € N. Da jede monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge reeller Zahlen
konvergent ist, besitzt die Folge (a,)nen einen Grenzwert und mit dem Sandwichlemma
folgt fiir diesen
0 < lim a, < f(1).
n—oo

Das war zu zeigen.

(ii) Setzen wir f: [1,00[ = R, f(z) := 1/, so ist f monoton fallend und f > 0. Weiter
ist

n+1>
- .

n+1
/1 f(x)dr =In(n+1) =1In(n) + In (

Sei (ay)neny wie in Teilaufgabe (i),
"1 "] e n+1 n+1
Z—lnnz(Z—/ f(x)dx)—ln( )zan—1n< ) (8)
=k =k 1 n n

Nach Teilaufgabe (i) konvergiert (an)neny und es gilt 0 < a,, < f(1) = 1 fiir alle n € N.
Wegen lim,,_,o In((n + 1)/n) = 0 konvergiert auch der Ausdruck in (8) und es gilt

dann ist

n—00 n—00
k=1

"1
0<~y= lim <Zk—lnn>: lim a, <1,

wie gewiinscht. O]



